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��	�� �� ���� �	 ��	� ���
� "
���� 
�� �	������� 
��
�	� ���'���� 
�� �������� �	������ "
����� !� 	���� �	���� �	 ����� ���
����
��� 
	�����	����� �	���
��	�� �� ���� �	 ��	� ��� ��	�
������ ����������	�
	� ��� ��� 	� �	������ "
�����

���� 
�� � ���
��	�����
��� 
����� �
 	��������
� ���
����
����� ��� �
� �	
���
���� 
 ��	�
������ ����������	� �� �	 ���
���� ��� ��	�
������ ������� f(x)
�	� �������� "
���� x� !� ����
����� ����� 
�� ��(������ �
�� �	������ "
���� 	�
��� '�
����� x� 
�� �	� �

� 	� ����� "
����� �� 

� ��� 
 �������� "
��� f(x)�
��� 	��� 
	����
��� 	� 
�� ����� �
�
������ f(x) �� ��
� ��� �	�
� ��	�
������
��	��� �� �'�
� �	 	���

∫
f(x) dx = 1� ����� �	 ����� ���
���� 
 ��	�
������

����������	�� �� ���� �	 ���
���� ��(������ �
�� �
�
������� !� ��

��
�� ��
��� 
	������� �� 

� 	��� ��	�� (������ �
�� �������� &	� �� ���� �	 �����
	�����"�� �	 (����)�
�
�����
 ��	�
������ ����������	���

��� 
� �������� ���
����
���� 
��� � ���
��	�����
��� 
������ *�� θ = (θ1, . . . , θm)
�� ��� "�
�	� �	���� �� ��� 
	�����	����� �
�
������� +	� �

� "
��� 	� θ�
�� �
"� 
 ��	�
������ ����������	� f(x | θ) 
	�����	����� �	 ����� �
�
�����
"
����� !� 	���� �	���� �� �
"� 
 ���
��	� ��
� �
�� �

� �
�� (x, θ) ���	

 �	�)���
��"� "
��� f(x | θ)� ��� ��	�
������ ������� 
� "
��� x ����� ���

,



��������� ���� ��� ���	�
 ����
����� ��� θ� ���� �	������ �� 	�	�

� ��

�� �
���������� ��	
���	�

��
� �� �� �	�� 
���� ��� �
�
������ θ� ��� 	����	 �� 
 ����� �����������	�

��� �������
��� �������	���� �� ��� ��
�
� ��
	�� �� 	���	�
� �����
���� ��

��� ����
���� ������ θ� ��	�

�� �� �� ��� ���� ��� ����� �������	�����
����� 
���� ���� �� �� ��� ���� ��� ����� ��
	� θ� �������� �� ���� �
�
���
� �����
����� ���	� θ� �� ���� ����� ��
	�� θ ��� ������
� ��� ���
������
� ��� �������� ������
� ��
	�� θ�
��	�

�� ������������� ���	
� ���� �� ���� ��� �������
����� �� ��������

��
	�� θ� ����� �� ���� ��� ����� �������
��� �������	���� ����� ��� �� ���

�������� ����� �� ��� ������������� �������
��� ������� �	������ g(θ)�

���
� ����� �����������	� 
�� �����  ��� �������� �������
��� �������	�����
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 ����
�����

�� �� ���� �� 	����� ��� ������������� �������	���� " �� ��
������ �����

����
���� ���� ��� ���	
�� x �� 
���	��
��� ��� ������������
(���� ������
 �� � ����� �������
����� ��� �� ��
������ ��� ����� ����
�

���� ���� ������������� ���� ������
 �� ����� �� ��� ��

����� ���	������

!	����� ���� �� ���� N ������
� 
	�	�

� ���
	���� ���������� H1� � � � � HN
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 P0(Hi) �� ���� �� ���
� ��	����
�
� ����
N∑
i=1

P0(Hi) = 1� �
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�

���� ��� 
��� ����� E� �� ���� ��� ����������� 	���������� P (E |Hi) ���� E
���
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����� ��� ��� 	���������
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 �� �������� ��	����
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 ���� �� 
	����� �� �� ���
���� ��
���� ��� �����
E� ����� �� ��� ��� ����������� 	�����������
 P (Hi |E)�

��� 
��
���� 	��	�
�� �� ����
 �
 ��
�� �� ��� ���� ���� ��� �����������
	���������� P (A |B) �� A 
���� ��� ��������� B ��� �� ������ �
 � ��������
�� ���
� ��
�
 �� ����� A ����
 �
 � 	��	������ �� ��� �����
 �� ����� B
����� ����� �
 � �����

P (A |B) = P (A&B)

P (B)
.  !"

��

� ��� ��� ��
���� 	���������� P (Hi |E)� �� ����

P (Hi |E) = P (E&Hi)

P (E)
.  #"

����� ��� ��	����
�
 Hi ��� �
�
���� �$��

��� ��� ����� ��� 	�

���� 
��
��

����
� �� �����
�� ���� P (E) =
N∑
j=1

P (E&Hj)� ��

� �� ����

P (Hi |E) = P (E&Hi)
N∑
j=1

P (E&Hj)

.  %"

&�� ��� ����� 	���������� P (E |Hj)� �� 
�������� ����

P (E |Hj) =
P (E&Hj)

P0(Hj)
,  '"


� P (E&Hj) = P (E |Hj) · P0(Hj)� �
�
���
���( ���
 �$	��

��� ���� ���
����
��  %"� �� (�� ��� ����
 �������

P (Hi |E) = P (E |Hi) · P0(Hi)
N∑
j=1

P (E |Hj) · P0(Hj)

.  )"
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�� �������� �
�
���� �$��

��� ��	����
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 ��� �������� ���
�
 ��
��� 	�������� ������ θ� ��� ��� �����
 ��� ��� ��
����� ���
�
 x� ������ ��(��

+
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������	��
 P (E |Hi) �� 
��
�������	 �� f(x | θ)� �� ���� �����
�� ���� �������	
 ���
 
�����	� ��	��� θ� �� ������� �� ��� ���� �� ��		 ����
�� �������	�

g(θ | x) = f(x | θ) · g(θ)∫
f(x | ν) · g(ν) dν . ���

��� ����	���� ������������ ��� θ �� ����� �� � ��������� �������������

��� �� 	�� 
�����
�� ��������� ���� ��� ��������� �����������
� ��� 
�����
���� ������������ 
������� �� ���� � ��		 ����������� ����� ��� 
������	��
 ��
�� ����� 
�����	� 
�������� ������� θ� �� ���
 ����������� ����������� 
����
��������� �� ��� ���� ���� ���� ������������ �		 ���
 ���� �� �� �

��!�����
��	�� �� ���� �� ��� 
��������� " ��� ��
�� �� ���������� �� ��� ��������
��� ����� �

��!����� ��	����

#�� � ������ ������	� Θ ���� ��� 
�������� 
������	��
 ������
 g(θ | x)�
�� ���� �� ��� � ����	� �

��!������� ������ θp ��� ������ ����� ��� ����
�$���� �� ������ ������� ��� �����	 ��	�� θ ��� ���� �

��!������� ������
�� ��� ���		��� 
�����	��

∫
(θ − θp)

2 · g(θ | x) dθ → min� %� ����������� ����
�!
������� ���� ���
��� �� θp ��� �$������ ���� ���������� �� &� �� ����	���
���� θp =

∫
θ · g(θ | x) dθ� �� ����� ������ �� ����	��� ���� ��� �
����	

�

��!������� θp �� ��� ����
��� ����� E[θ] �� ��� 
�������� �������������

�����
�� �� ����� ��� �������
 �� ���� �

��!�������� �� ��� ��� ���
������
������ ���� �$���� �� ������

∫
(θ − θp)

2 · g(θ | x) dθ ������ �� ���
��� ����	
 ������ �� ��� �����

� �� ��� 
�������� ������������� '	���������	
�
�� ��� ��� ��� ��������� ����� ���� ������� ��� �����	 ��	��� θ ���� ���
����� ��������
�

��
���	�

� �� ��� ���� ������ ����
�� �
 ��� �

����� �� ��� ����� �
����

��	�� ��� 
���� ������������ �� ����� �� ��� 
���� ����	����� ����� �� � ����
�� 
���� ������������ ��� ����������� �� ���� 
��������� ��� �� ����	��

��������� (��� �� ��� ���� ������������ ��� ������������� ��� ����	��
��� 
�������� ������������ ����� ���� ������� ���� ��� 
���� ������������ ���
��� ��� ����� ��� ���� ��� ������������ �� ���� ��� 	����� ����� ��	�����
������������ �� ��� 
�������� ������������� ��� ����� ��� �	���� ��� ����	����

�������� ��������� E[Θ] �� ��� �����	 ��	�� �� ��� 
��������� θ� �� �����
������ ���� �� ��� ���� ��� ���� ������������ ���� �������� ���������
�� ��� �����	 ��	�� θ�

��� �
��� �� ���� ����������� ��
���� �� ��� 
�����	� ��� �����	 ��	��
��� �� ��� 
���� ������������� �� �� ��� �������	 ������������� ��� �����	 ������

)



θ ��� ���� ���	�	
�� �
� ������� ��������� ����� ��� �� ��� � ���� ��������

������ ��� �
� �����
 ���������� θ ����� � ��� ������������� �� �
� ��
��


���� �� �� �
� �������
 ����� ������	������ �
� �����
 ������ θ ��� ��� ����

���	�	
� � ����� �� �� ��� ��� 
��� ���
 ����� ����
���� �	��� θ � �
�� ��

���� ���� ���� �	���������� ��� ������������ �� ��� � ���� �������������

�� θ�

�� � ������� 	�
 �� ��
� ����������� ���� �������

������������ ���	
����
 ��������� �
� �������� �������
 ����� ��

 ��

���� ��������
 ���
��������� 	�� ���������� �� ������ 	� ���
��� 	������

�� 
��� ��������������

������������� ������� ����� �� �
� ��

����� ����� ��� x 	� � ��
 �� θ ���

���	�	�
��� !� ��� �
� ����� ������	����� �� �
� ��������� θ1 	� � �������

������	����� �� �� �������
 [a1, b1]� �� �
�� ����� ��
� ��
��� x1 ���� �
��

�������
 [a1, b1] ��� �����	
�� �
��� �� �
� �	������ ��
�� x1 �� ������� �
��

�������
 � ����� �� �
��
�
� 
����� �
�� b1 � �
�� �� ��� �� ������������� 	������
�
� �	��������� ����
� ��� �
� ����� ������������

�� �
�� ����� �
� ����� �����
� ������ 	� ���
���� ������� �
� ���� �
��

x = θ ���
 ���	�	�
��� ! ����� �
�� f(x | θ) = 0 ��� θ �= x� "������� ���

θ = x� �� 
��� g(θ) = 0� ����� �
� ��
�� x = θ �� ������� �
� �������


[a1, b1] �
��� �
� ������� ���	�	�
��� ������� �� ��#����� ���� $� �
��� �
�

��������� f(x | θ) · g(θ) �� � ��
 �� $ 	��
 ��� x �= θ ��� ��� x = θ ��� ���


����� �
���� � ��
 �� $� �
� ����������� �� �
�� � ��
 �� $� ��� �� �
�

�
�
� �����
� ������ 	� ���
����

��� ���� ������ ��� ������������� �� ���� 	� �� ��� ���� ����������� ���� ���

�����
 ��������� %� �� 
��� ���������� �
� ������� ������������� �� ������

	� �
� ���� �
�� �� �� ��� ���� ����������� ���� ��������

&�� �����
�� �
� 
���
�
��� �������� f(x | θ) ������	�� �
� ������	����� ��

�
� �����
 ��
��� x� 	�� �
�� �� �	����� ��� ��� �� �
� ����������� �������

�
��
�
� ��#����� ���� �
� �����
 ��
���� '���
��
�� �� �� 
��� ���������� �
�

�
���� �� � ����� ������	����� ������	��� ��� ����� ����
���� �� � �����
��

��	(������ ����) ������� �� �
� ����� ����� ������	������ �� ���
� �� ��



��
��� � �
���� ���� &���

�� ��� ��
������ �� �
� *��������������� ����
� ��

������	������ f(x | θ) �� �����
�� ��	(������� �� ���
� 
��� ��
����� � �
���

����
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������� � ���	��
 ��� �� ���
 ����
������ ���� ����	��� ���� ���
���
� ��

�	���� ��� ��� �� ���� 	
����	
	�� 	��� �������� ��� �
 ��
� ���
	��� ���
	
����	
	�� �	�� ��	�� �� ���� ���� ��
����� ����� xi� ��	
 	
����	
	��
��
�
 ���
 �
��	�
�
���� 	� ��	�� ��� ��
����� ����� xi 	
� 	� ��������

�
����� �	������ ���
 ��� ������ ��������� ����� xacti �

��
��	
�
� �� ���� ��� � ��� ������	�	�! �� ���� ��

	��� ����� �� ���


��
���
��� ����� ∆xi
def
= xi−xacti " �������� ������ ��� ���! 	����
��	�� ����

�� ���� 	
 ��� ����� ����� ∆i �� ��� 
��
���
��� ����� ��� �� 
��� ����	
��
�� ��� ��
����� ����� �� ��� 
��
���
��� ������� #� ��	
 ��
�� ����� ��� 
��$

���
���
� ��� ���! 	����
��	�� ���� �� ���� ����� ��� ������ ���������
����� xacti 	
 ���� ��	
 ����� ������
 �� ��� ���
���
 [xi −∆i, xi +∆i]�

%
����!� ��� ���������� ����� ����� ∆i 	
 �� �����
�	
��	�� & ���
��
�! ��� ���� �� ����	�� �� ��
����� ���������� '����� 	� ���	�	�� �� ��	

��
������! ���������� ������ ��
	����
 ��� 
�����������
 ��� ��
� ����	��
�
 �	�� 

����� �����
 & ��� ���
� 

����� �����
 ��
� �	�� � �����	�
������ �� �������	��!� ��� 

����� �������	��! α �� ����� ��� ������ ���
�����
� (�� ���� �������	��! ����� α� �� ���� � �����
����	�� ����� ∆i(α)
��� ���
� �� ��� �������� ���� �	�� ��	
 �������	��!� ��� ������ ����� xacti

������
 �� ��� 	������� xi(α) = [xi−∆i(α), xi+∆i(α)]� #� �� ���� ��� ������

α < α′� ���� ��� 	������� �����
����	�� �� ��� ������ ������ �� �������	��!
α′ 	
 � 
��	������� �� ��� 	������� �����
����	�� �� ��� 

����� ������ α)
xi(α

′) ⊆ xi(α)� (�
	�	�
 �� 	�������
 ���� 
��	
�! ��	
 �������! ��� ������
�
��
� 
	��� ���! ��� ��� �����	��� 	� ���� ����� �	�� ��
��� ����
�

*� ��� ����� ��� � ����+
 ������ �� �������	��! �! �
�	�� ��� � ���� ��

��� ��	
 ������ �! � ��
��� �� � 
���� ���
 , �� -� ���
� ��� ������ ��
�������	��! ����
�
 � ��
��� ���
 ��� 	������� [0, 1]) , 
���
 ����� 	
 ��
�������	��!� �� ��� ��
������! �����	�� ��	�� - 
���
 ���� �� ��� ��� �����	�
�� ���� ��� �� ���� � ��
��� ��
	�! �� 	�������
 ������� �! ��
���
 ���
 ���
	������� [0, 1]�

.��� 
��� ��
��� ��
	�! �����
����
 �� � �	��� �	��
�� ���
� α$���

��� � ����! ���
� 	�������
 xi(α)" 
��� ����� /-01� (�� ����� �� ��� ����� ���

�
���
�	� �����	�� µi(xi) �
 max{α : xi ∈ xi(α)}� ���
� � ������� ��! ��
��
��	�� ���� 	
����	
� ����� xi 	
 �� ��
��	�� 	� �
 � �	��� �	��
�" 
��� �����
/2� 3� 4� -01�

����
��� ����� ��� 
��! ��!
 �� 5����	�! ��� � ����+
 �������	��! ����� α�
#� ����	������ �� ��� ��
� ��	
 5����	����	�� �� ������	�	
�	� ����
���
� �!
��
��	�	�� ��� ������ �� �������	��! 	� ���

 �� ��������� �����
 �� ����	�	�	�!

--



������� � ���	
�	���� 
���
� ��
���
�	 ���	��
�� �� 
��� 
��� �� ���	����� ��

�� ���������

���������� ��		
��� ��� ���� 
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���� ��� ���� ��
���� ���� ���� ��������
��� �
	� �� ��
������� ���� ����� ���  � !� "#�

��
 �� �
�����
 �	��
������ �� ����� ������������� $
�
 ��%� � ���
���

��� ���
x �� ����	
�� ���� � &��
��������
��	 ������ �� ���
���

����� 
�� ����� ���
���
�

��� g(θ) �� ���� ����	
�� ���� � &��
��������
��	 ������ �� ���
���

�����
����� �
 ��� 
�� ���� g(θ) = fp(θ | b(0)) ��� ���� ������ �� ���
���

���� fp(θ | b)
��� ���� ���	�&	 ��	
�� b(0)�

'������ 
� �����	����� �� x� ���� �����	����� ����� 
��
 �� �� ��
 %���

�� ���	
 ��	
�� b(0)� ���
���� �� ���� � �
��� ��	
��� ��� ���	� �� %��� 
��
������	

� bk(α) ��� ��	� �� 
�� 	�������
� bk�

��
 �� �
�����
 �	��
������ �� ��
 ���
������ ��������� �� ���	���� �����	��
���� �� 
�� ��%������� �
�	
���� �� 	�� 
�� � ������� ����( ���
��� �� 	������
����� � �����
 �
�	
��� f(x | θ)� ��
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�
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�	���� �� ���� ���� ������� 	���� �� ���������
�
���
���

����� ����� 
��
 f(x | θ) = f�(x | θ, d(0)) ��� ���� ������ �� �
�	
����
f�(x | θ, d) ��� ��� ���� ���	�&	 ��	
�� d(0)� )���� �����	����� ����� 
��
 ��
�� ��
 %��� 
�� ���	
 ��	
�� d(0)� ���
���� �� ���� � �
��� ��	
��� ��� ���	�
�� %��� 
�� ������	

� d�(α) ��� ��	� �� 
�� 	�������
� d��

�

� �� �
�
�����
 ���
� ���	��� �� ��
 ����� ���
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���
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��( �� ���� ��
������ xi = [xi, xi]� bk = [bk, bk]� ��� d� = [d�, d�]� 3��
��	� 	������
��� �� ���
�� xi ∈ xi� bk ∈ bk� ��� d� ∈ d�� �� 	�� 
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����� ������	 �
� ��	
��� ��� ������

g(θ | x) = f(x | θ, d) · g(θ, b)∫
f(x | ν, d) · g(ν, b) dν . ���

����� �
 ����� ������� �� ��
 ���
 ����	���� ��� ���� ��	
�
�
� θj� ���

��
����� ����� θp,j
def
= E[θj] =

∫
θj ·g(θ | x) dθ� ����� ��� ���� ��	��
����
 ��

������� x = (x1, x2, . . .)� b = (b1, . . .)� �
� d = (d1, . . .)� �� ���
�� ��� ������
θp(x, b, d) ���� ������
����

θp,j(x, b, d)
def
=

∫
θj · f(x | θ, d) · g(θ, b)∫

f(x | ν, d) · g(ν, b) dν dθ. ���

������
� ������ xi ∈ xi� bk ∈ bk� �
� d� ∈ d� ����� �
  �
����� �� ������
�
������� θp(x, b, d) = (θp,1(x, b, d), . . . , θp,m(x, b, d))� !� �� ��������� �����
����
�� �������� ��� "
��������# ��
 � Rp(x,b,d) �� ��� "
��������# ������� θp �����
��
 �� �����
�� ���	 ������
� ��	��
����
� �� ������ xi ∈ xi� bk ∈ bk� �
�
d� ∈ d�� !
 ����� ������ ��� ���� ��	��
����
 �� ����� �
������$������ �������
x = (x1,x2, . . .)� b = (b1, . . .)� �
� d = (d1, . . .)� �� ���
� ��� ��
 � ��

Rp(x,b,d)
def
= {θp(x, b, d) : x ∈ x, b ∈ b, d ∈ d}, �%�

����� x = (x1, x2, . . .) ∈ x = (x1,x2, . . .) 	��
� ���� x1 ∈ x1� x2 ∈ x2� ����&
b ∈ b �
� d ∈ d ��� ���
�� ��	�������

�������� !
 � ��	���� 	�

��� �� ��
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������ ����1 ��� ���� α� �� �
� ��� α$��� �� ��� �������
�� 
������ ��� α$���� �� ��� ��� �

����

2�� ���	
��� ��  �� ��� ��((� ��� ��������
 ��� ������ θp� �� ��
 �� ���
�������
 � 2�� ���� α� �� �
� ��� α$���� xi(α)� bk(α)� �
� d�(α) �� ���
������
�
��
 ��((� ����� ���
� ��� ���� ��	��
����
 �� ������ xi ∈ xi(α)�
bk ∈ bk(α)� �
� d� ∈ d�(α)� �� ��	
��� ��� ������

g(θ | x) = f(x | θ, d) · g(θ, b)∫
f(x | ν, d) · g(ν, b) dν �-3�

-.
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θp,j =

∫
θj · g(θ | x) dθ. ����

��� 	��
� �� �

 	���
���
 �����	� θp = (θp,1, . . . , θp,m) �� ��� ����	�� α����
��	 ��� ����� �����	 θp� �� ����	 ��	��� �� m�����������
 ����� ��� ��	 θp ��
������ �� � ����� ��� ��	 ����� ���� α���� �� ������ �� Rp(x(α),b(α),d(α))�

���	� x(α)
def
= (x1(α),x2(α), . . .)� b(α)

def
= (b1(α), . . .)� ��� d(α)

def
= (d1(α), . . .)�

��� ���� �� ���	
	�� �
�
 ��	
���� ���
����� ��	 ��	��
�� ��

�� ��� ����
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��� �������� ��
���� ��
����	��
 �$$
��������� �� ���� �� $	����� 
��	������ ���������" ��
���� ����� �� ����
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� 	���	� ��� �+���
	��
�� $	������ �� ��� ����� )���� ��	��
���

�
��
���� ��

	��� ��	 ���� ���������� ��	 ��#��
 ��$	������� ���� ���
����� ���� �	�� ��� ���� �� $	����� ������������ #���
��
�� ������������
#���
��
� �� ���	� ��$	������� ��� �� �� ��#�� ���� �������� ��� �+�������
�� ������

� ��$	����� #���
��
� ��
�
�
��� ��� ���� ���� ���	� �� ��$	�������
�� ���� $	������
 ����������� �� ���	��� �� ���� ������ �� ���� ��$	�������
������� �������������� �� ���� ������ �� 
�� ��� ���� ���(���� ����	�$����
�� ��	 #���
��
�� �� �� �
�� �������	� �� ��#� ���� ��$	������� ���� ��������

�� ��� �� ���	
���� �
� ����� ����������	 �������	 �	�� � 
����

����	 �������	� �������
 �	� �
����	��


�		� �� ��		� �� ��
���������� ,	�� ��� $�	�
� ��	�
	����� ����$����� ���
$	��
�� �� $	�������
 ������������ #���
��
� �� ��
���- �� ���� �+$
����
��	��
�� ����	����
 ��� �� $	����� ��� ����� ��������� ��	 ��� ����	�� $��
	�����	��

.�����	� �	�� ��� $	������
 ��
���������� ����$����� ��� ����� ��	��
��
�	� ��� ��	� �/�����- ���� 	�(��	� ���� �� �������	 �

 $�����
� ������������

�0



�� ������� �	
 ���
� ��	 �� ��	� 
���
�	� �����	����	�� ���	 �	 ��� ����
�����
 ��������	�� ���	 �� 
� 	�� ���� ���
������	 �	�� �����	�� ��
��
��	�
� ���� ����� ��
��� �� ����	 ��� ����������	���� �	��	���� �� �� �
������� �
������� �� 	��
 �� ������� ��� ��

����	
�	� ������� �	���
���

��� �������	 
���
�����	� ��� ���� 
� 	��� �� ����
 �� ����������	��
�
�������	�
� ����	 ��� ��������
 ���
������ ����� ������ � �!�
 ����� �� �	�
�� ��� ��
�����
� �
 ������ ���� 
���
�	� ��
�����
� �
� �	
���	
�	��

���� �� ���� �	 ���� ��
���	� "	 ���� ������	� �� ����� �	 	���
���� �!���
����� ���� �	� 	��
� �� �� ��
� �������� ���� ���� ������������	�� ��	�� ����
��	 ���
 �� �	����
��� #�	
 ��������� �

�	����$ 
�������

%�
����
� �� ���� ���� ���� ���� ������������	������
 �	����
��� ����
�
	�� �	�� ��
 ��� #
��������� 
�
�$ ����� �� �	��	�����	� �	����
��� �� ����
� �	
��� ��	�
�� ��������	 �	 ����� �� ���� ���
������	 �	�� �����	�� �� �
��� ����
��	�
������ �� �
� �� ���� ��
 �!������ �� ��	�
�� �� �������� � �	 ��
������
�
�� ��� �!������ ������� �	��	�����	���

��� �� ������� 
���
�����	�� &�	�� ��� ���	 ��'������ �� ��
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�������	� �� ��� �
������ �	 ���
��
 ����������	�� �� ��� ��
�������
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 	���
���� ����������	� �������
��

��	� ����� ����� ����������	� 
�(��
�	� ��� ���� ����������	 �����
&����������� �� ������� ��� ������ �� ��� ��

����	
�	� �	���
���� �� 
���
�
���)�
 ��� 
�	�� �� ������ �� ���� ��
������ �	
 �������
 ��� ��

����	
�
�	� �	���
�� ���� �� �	
 ��� 
�	�� �� �������� ������ �� 
���
�	� ��
������
�	
 �����	����	� �� ��
������� ����� �� ����� ��� ��

����	
�	� ������)����	
�
������� �� ���
 �����	�	������ ������)����	�

���� ��
��� ��	���� ���
������	� "	 ��� ��
 �!������� �� ��� ��� ���� 	��
��
���� 
��� *+ 
������ �� �����
�	� ��� ����
������ ��
�	��� �� ��	�
���,
��� ��

�� �����	 �� ����� -�

.� ����� ���� 
��� ��� ������� ���� ���� 
��� ��� �� ���
 �	 ��
 �
������
����
 /*0 �� �	 ������
����	 �� ����
	����� #	�	��������	$ ��))� ����	�(���,
��� ���� ���� �� ��
��
� ��
 �������	 ����������	� �	 ��� ���� ������
�	����� �� �� �����
� ����� ��� 
���
�	� ��))� ���
�������

.� ������ ���� ��� ������ fc �
� 	�
����� 
���
�����
� ���� ���� ���	
µX �	
 ���	
�

 
�������	 σX  fc ∼ N(µX , σX)� "	 ���� ����� ��� ����
��


��� �� '��� fc� ��� ��
�����
 �����
 θ = (θ1, θ2) ��	����� �� ��� �����	�	��

-1



������ i �� ���	��

��� 
���� ���	��

���

�����������
 
������� 
�������

xi = fci [N/mm
2] x̃i = fci [N/mm

2]
� 28.3 〈26.3, 28.3, 30.3〉
� 31.5 〈29.5, 31.5, 33.5〉
� 35.2 〈33.2, 35.2, 37.2〉
� 29.8 〈27.8, 29.8, 31.8〉
� 27.6 〈25.6, 27.6, 29.6〉
� 30.7 〈28.7, 30.7, 32.7〉
� 25.2 〈23.2, 25.2, 27.2〉
� 34.6 〈32.6, 34.6, 36.6〉
� 28.9 〈26.9, 28.9, 30.9〉
� 19.2 〈17.2, 19.2, 21.2〉
�� 26.8 〈24.8, 26.8, 28.8〉
�� 35.3 〈33.3, 35.3, 37.3〉
�� 26.3 〈24.3, 26.3, 28.3〉
�� 23.1 〈21.1, 23.1, 25.1〉
�� 20.2 〈18.2, 20.2, 22.2〉
�� 29.2 〈27.2, 29.2, 31.2〉
�� 25.7 〈23.7, 25.7, 27.7〉
�� 34.2 〈32.2, 34.2, 36.2〉
�� 24.8 〈22.8, 24.8, 26.8〉
� 22.8 〈20.8, 22.8, 24.8〉

����� �� ���	�� 
� �
� �������� �
�	������� �������
 fc

��



θ1 = µX ��� θ2 = σX � ��� ��� ��	����

� ���
��
� ��� ��� �����	�
�� �
��

f(x | θ) = 1√
2 · π · θ2

· exp
(
−(x− θ1)

2

2θ22

)
. ����

����� �����������	�
 	�	���

� ����� �� ���� ������ �� 

������ ��
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��� ����
�� ��� �
����� �
�
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� ����� 
����� �� 

������ ��
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�����

• ��� ��� ���
���� ���� ��� ����� 
� ��� �������� �������
� θ2 = σX ��
 !��� ��� �� 
��" 

������ � �
������������ ����������
� �
� θ1 = µX �
���

• ��� ��� ���
���� ���� �� 

������ � �
������������ #
��� ����������
�

� �
�� �����������

$�
� ��� ���
��� 

�����
��� �
 ��� ��� ���
� ����������
�� ����� �
 ��� ��
��
���
��
�� ���� 
�  !��� ��� ����� 
� 
�� 
� ��� ���������� ��� ���� 
���� 
�
θ2 = σX��

�� ��� �
�� ���
����� �� ��	� �%�& �� ��� 
����� �
� ��� ����������
� 
�
θ1 = µX ��� '�& �� ��� 
����� �
� ��� ����������
� 
� θ2 = σX � �(�� �����
�%�& �� 
�
�� �
 ��� ������ ����� ��� '�& �� 
�
�� �
 ��� ������ ��������
�������
���

�� �
�� ����
�� ���
����� �� ������ ���� θ1 = µX �� ����
���" ����
�������� 
� ��� �������� [27.0, 30.0] 
������� �� ��� ����� �%�&� (�� ��)����
�
������� ����� ���
���� �� �����

• �� ��� ��� ���
���� �� ������ ���� θ2 = σX �� �*��� �
 ��� ����
���
����� '�&� �����

• �� ��� ��� ���
���� �� ������ ���� θ2 �� ����
���" ����������� 
� ���
�������� [3.0, 6.0] 
������� ��
��� ���� ������

�� �
�� �
���� ���
����� �� ������ ���� µX �� �
�����" ����������� ����
���� �%�& ��� �������� �������
� ��+� (�� ��)����
� ������� ����� ���
����
�� �����

• �� ��� ��� ���
���� �� ������ ���� θ2 = σX �� �*��� �
 ��� ����
���
����� '�&� �����

• �� ��� ��� ���
���� �� ������ ���� θ2 �� ���
 �
�����" ������������ ����
���� '�& ��� �������� �������
� ��+�

�,
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��� ������
��	 �
 �

�������� �� ���� ��� 	
���
 ��� ������	���
 �� 	������� 
� ��
���� �� ���	�

��� ����� ������������� ��� ��� ��
� θ1 = µX 
�� ��� ��� �
��
�	� θ2 = σX 
��
������������ ���� �� ���� ���� �� �
�� ��� ��
���� �������� �� 
 ������	 ��

� ������������ �� ��� ��	��� θ = (θ1, θ2)
 	��������� θ1 
�� θ2 
��
 �� 	�����

��� ��	���
���� ������������

����	
��
 	���
�� ���� ��� 

�
���
��� �� ��� ������ �� ��
�� ��� ��
��� ��

���� ��	�����	�� ������ � ����� ��� ������� �� 
������� ���  
����
� ���
��

��� 
�� ���� ���	
���! �� ���
�
���� ���� ��� ������� �� ����� ���� ��� "��� #

��
��������� 
�� �� ����� 
�� �$ ��
����������

%� ��� ��
� �� ��� ��� ���	
���
 
� �� ��	��
�� ��� �
���� ��&�
 ���

��������� �����
��� ��� µX ��� 	����� �� ��� �
���� ��
�� �� 	����
��
 �� ���

��� ���	
���
 ���� �� ����
������ "� σX 
� ��� �
��� '�(
 ��� ���� ����

�
��� ���� ��� ��� 	���� �� ��� 
	��
� �
���
 ��� ��� ��������� �����
��� ���

µX �� ��� ��� 
� 	���� �� ��� �
���� ��
� 
� �� ��� ��� ���	
��� ) �� ���

"��� �
��� �� ��� 	���� �� ��� ��
�����	 
� �� ��� 	
�� �� ��� "��� # �
����

���������

%� 	
� 
��� 	���
��*

• ��� ������������ f(x | θp) ��� x 	������������ �� ��� ��������� ��
�
�
���� θp �� ��� �
�
������ ����

• ��� ������������ f(x | θs) 	������������ �� ��� �
���� ��
� 
�� �
����
��
��
�� ����
���� θs�

�+



������ �� ��	
����
��
 ��
�
��
	 ��� X� ��	�� �
 ������

 ������
�� �	
���
��	 �
� �����

�
� 	����� 	���� �� ���

���	�

��� x�������	
����� f(x | θp) 
������������ �� � �������� ����� ������	
�����
� �� ���� �� ��� ����
������� �� ����� x�������	
����� � ��� ����� �� ����

�� �� 	��� ��� ��� ���� n = 7 ��� ��� ��� ���� n = 20� ��� ����
������ ��
� ���
��
���� � ������� 
����
�������
! �� �� ��� 
��
���� �������� ���
� ��
�
�������� �� "�� �� ��� 
�����
��� ���
�� �� �� 
�� ��� ���� ��� ��� � ����� �� ��� n = 7� ��� ���

�
������� �	������ ��� ��� #�$ %�� ���&��' 
� �
������� ��� �������	��

�����(���(�! �� 
��
�
�� ���� "�� �� ��� 
���� ���� ��(� �������� ≥ 21.28
�� ≥ 21.82� ����� �� �������� ���� ��� �(�� ≥ 24.50� )���(��� ��� ��� ������
�� ��� %n = 20'!

• �
� 
��
�
���� 	���� �� ��� #�$ �� ���&
����� �� ���� ��� �������� ��
≥ 20.81 �� "�� �� ��� 
����� �����

• �� �������� ��� ���� ����� ���� �� 
�� �
������� �	�
� ��� 
��
����
�������� �� "�� �� ��� 
���� �� ���� ���� �������� �� ≥ 20.15�

*

� �(������� ����� �� ��� 
��
���� �������� 
�� ����������� ���� �� ������
���
� ���

�
��� ����
����

��� �� ��� ���� 	��� ����
�� ����

����� 	��
��	�	��� +��� �� ����� ���
����������� %�����
���' ,���� ������
�� �� 
�� ��� �
�
��  ���
�� ��� ���

#"



������ ���� 	� 
���� ��� 
���� 
����
��� 	� �
�� ���� 
������ ��� ��
�����

���� ������
���� �� ����
���� �
�� �
��� xi 	��� 
 ���
����
� ����������


������� 	��� 
 ������ 
� xi 
�� ��������� 
� xi−2 
�� xi+2� ��� ���������


���� ������� 
�� ��������� �� ��� �
�� ������ �
 �
��� ��

��� ���
����
� ���������� 
������� �� �������� 
�� �������
���� ��������

���� � ���
��� �� �� ������
����
��� ��� ���������

��� �������� 	��
�	����
 ���� �	����	� ���	�� 	�� 	 ��������� ��
���� 	��

������ �	
	����
 ������������� �� ����
�� ��� ����������� �
 �	� ��������


����
����� ��� �� ��
�� 	��� ��� �������� �
�� �
 ������
� ������
����� 	���

���� ��� ����� ������������ g(θ) 
�� ��� ���������� 
������� f(x | θ) 
�� ���	�

��
����� ��� ��� �
���� x = (x1, . . . , xn) 
�� ���	� 	��� ������
� ������
�����

 � ����� 	����� 
�� �
�� i� 	� ���� ���	 ��� ������
� [xi, xi] �
 �������� �
��

���� !�� �
�� ������
���� �
 �
���� xi ∈ [xi, xi]� 	� �
� ���
��� ��� "
���

���
��� #�� ��� ��������� ������������ g(θ | x)� ��� ���� ��	
��� ��� 	����
θp = (θp,1, . . .) �
 ��� 
���	����� ���� ���� 
�������� �������������

�� ��� ���� ����� �
����� �� ��� ��� 
������� ��	��������� �
 xi ∈ [xi, xi]�
��� ��	� �
 ���� ��� 	������ ����� �
 
������� ������ �
 θp� ����� �������
����������� ������� ��� 
���	����� ������ �� ��
���������� 
�����	 �� ���
������ ���������� ��� � �	
��� �� ��� !�� ����� ���� �� ���� ��� 
���	�����
θ = (θ1, θ2)� �� ��� � !�� ������ " ������� !�� ����� �� ��#���� �� ��������
��� ��#���� �� ��	
���� $�� �� ��	
��
� ��	
��������� �� ��� �������� 
��
���� 
���	���� θj� ��	
��� ��� �������� [θp,j, θp,j] �
 
������� ������ �
 ����

���	����� �� ���� ����� 
�� ���� 
���	����� �� ���� ���� �� ��	
��� ���
��	���� θp,j ��� θp,j� �� ����� ��	
�������� ��� 	��� 
������

%��� �� ��	
���� ��� ���������� ���� & ������� �
 ��������� ��� ������
	������ ����� & �� ������ ��� �� 

[θp,1, θp,1]× . . .× [θp,m, θp,m] �'(�

����� �� ���������� �� ������� ��� 	������ ������ �"�������� ��� ��� ������
��� ���� ���� �� ��� �	������ �� ���� �������� ��� ������ �������

��� � �	
��� �� ��� !�� ����� �� ������ � !�� �� [θp,1, θp,1]× [θp,2, θp,2].
)�� �� �� ������ �� ��	
��� ���� ��� ������ ������ ���� �� �� ��� ������

�� �������� ���������� 
������ �� ����� ������ �� ���� �
 ��	� �������� ��
���������� ��� ������� & ��� �� ���� � ������� �������� �� ��	
������� ��	��

�� ��� 
�**� ����� ���� ��� ��� ��
��� ��� 
�**� ��	����� ������� �
 �
����� ��� �
 
������� ������ �
 θ� �� ��� � ����	� +�	���� 
�� ���� ����� α�
�� �

�� ��� ����� �������� 
�������� �� ��� α����� xi(α) �
 ��� ��
�� 
�**�
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�������� �	� ����
���
 ��
���� ���
� � �� �	� ��
���� ��� ������������

�	�� ���
� � ����� �� �	� α���� ��� �	� ������� ����� ����

������������	 
���	��
 ���� �� ���
����� ����� ��� �� ����� �� ����������

�	� ����� ��� �����
 ������������ �� �	� ������ �� ��
��� � !� �	�! �	�
����
�� �� ���
���
 �	� ����� �

����	� �� �	�� ����� ��� �� �	� ����� ����
���� �	� 
��� ��
��� �� ���
� "� �	� ��� ����� ���������� �� �	� 
���
 α = 0 
!	�� !� �

�! �

 ������
� ��
��� ���� �	� �������
� [xi − 2, xi + 2]�

#� ������� �	� ��

 $������� ������ � !	�� !� ��%� ���� ������� ������
������ ���!��� �	� ���������� θ1 = µX ��� θ2 = σX � �!���& ��� �	� '���
n = 7 ����������� ����
�� ��� ��� �	� !	�
� ����
� (n = 20)� �	� ���
�
������������
 �� n = 7 �� ��������� �� �	� ���	�� 
�%� �	� ���
� �����������
��
 �� n = 20 �� � ��
�� 
���� ��� n = 20 !� �
�� ���� � ����
�'�� �������	
� �� !	��	 !� �
���� �	� ����������� ���!��� �	� ����������� #� ��� ���
�	�� �	� ����
���
 ��� ��� ������ �������� ���� ���� ������ (� ���	 ��

��
����) �	�� �	� �����
 ���
��

*� �������� �� �	� ��� ���
�� ������������
 �� α = 0 ��
��� � �
��
������� �������	�� ��������� ��� θ1 = µX ��� θ2 = σX ������������
 ��
���������
 ����������� ��� ���	 �� �	��� �������	�� ��������� ��� ��� ���	
α �	� ������������
 α���� �� �	� ���
� �� �	� ��
��� �� �	� j��	 ���������
!	�� !� �������� ��
��� xi ∈ xi(α)� *� �������
�� ��� α = 1 ���	 �����
α���� ��
�������� ���� � ���

� ����� xi �� �	� ����
���
 ��
�� θj �������
�����
� �	� ��
�� �	�� !� �������� ���
��� �� �	� ���� �� ����� ������ ��� �	��
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xav =
x1 + . . .+ xn

n
 !"#
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	 �����
�� ��� ��� ��
	 µX 
 �	����� ���	 �� �
$� 
	 
���
�� �� n
�	����	��	� �
	��� �
��
���� ���� ��
	�
�� ����
���	 σX � ���	 ��� ��
	�
��

����
���	 �� ���� 
���
�� �� �%�
� ��
σX√
n
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���� ��� 
���
�  �	$	��	# �
���� xacti �� ��
� ���� ����	� �� ��� �	����
��
[xi −∆, xi +∆]� �� �����	 ��� ��� �� 
�� �������� �
���� �� ��� 
���
��

xactav =
xact1 + . . .+ xactn

n
 !&#

���	 xacti ∈ [xi − ∆, xi + ∆]
 ��� 
���
�� �� 
	 �	���
��	� ��	����	 �� 
��
��� n �
��
���� xacti � �� ��� ��
����� �������� �
��� xactav �� 
��
�	�� ���	 
�� n
�
��
���� �
$�� ����� ��
����� �������� �
���� xacti = xi −∆
 �	 ���� �
���

xactav =
X1 + . . .+Xn

n
=

(x1 −∆) + . . .+ (xn −∆)

n
= xav −∆.  !'#

(����
���� ��� �
����� �������� �
��� x act
av �� xactav �� 
��
�	�� ���	 
�� n �
��
����

�
$�� ����� ��
����� �������� �
���� xacti = xi +∆
 �	 ���� �
���

x act
av =

xact1 + . . .+ xactn

n
=

(x1 +∆) + . . .+ (xn +∆)

n
= xav +∆.  !)#

����� ��� �
	�� �� �������� �
���� �� ��� ��
	 �
$�� ��� ���� [xav−∆, xav+
∆]
 ��� ����� �� ���� �	����
� ���� 	�� �����
�� ���	 �� �	���
�� ��� �
����
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�� ������  � �
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� ��� ����
���� �� �
�� �� �
� "����
������	
# �� �������� �� �
� ����# �� ���� ��� ����� �����
������ $��	� �� ���
���������� �����
����� �� �
� "���� ������	
# �� ����	� �
� ������� �� �
��
������	
 �� �� 
��� ���	��� � ��� ������# �
� ������ 	������������ �� �
�
"���� ������	
 ��� �
����� �
�� �
� �������� ��������	�� ���� �� 	�� ���� ��
���� �
��# ���
 ��	������� ��
��� ����# �
� "������� ������ 	�������� �������
�
� ������ ���
 ����� ��������	��

�
��# �� �
� ���# �� �
�� �
� �� �� ����%	��� �� ��� "���� ������	

���� �
�� �� �� ��� 
��� ��	��������� &�������� � ��	���� �
�� ������	

������� �� �� ��� ���������� &�������� ��� �
��# ��� 
��� ���	��� ����
�����

��	���� �
��� ���������
� ���
���

����� '�!����� ������ �� �
� ����
����� θ
	��������� �� ��!����� x(������������� f(x | θ)� �� �����	����# ��!����� �����(
��� ������ θ ���� �� ��!����� 	�
������� ������������ ���	�����

F (x)
def
= Prob(X ≤ x). )*+,

-.
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� x� ���
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 �	���� θ�
��� �	
� ����� α� ���� �� 
������� α�
�
� �� 
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�� �� ��
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�����

�������� �	��� �� �	���� �� θ 	�� 
���� 
�� ��
���	� �� �������� �	���� �� F (x)�
��� ��� �	
� x� �� �	�� 	 ���
�� �	���� �� ��
���	�� 
������������ 
� �������

α� �� �
��� ������ ��� �	
� x� F (x) �� ��� 	 ����� �������  � 
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��� �	�
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 �� ��� �	�� 	 �������	���� 
����	
��� ���
����
��� ���

��� �!"��#
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���
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��	� g(θ) �� �
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��
����
��� ��

���
��	 ���� ��� 	��� ��� �
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� ��� ���
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�� �
���� ����� ��� ��� �
�� g(θ, b) �
� �
�� �
��� ����
� b = (b1, b2)� �� ����

�
���	�� ��
 ����� �
���� ��	 
���
�� 	������
��
��� �� �
�� ������ ���

���
� 	������
��
� �
� θ1 = µX �� ������ 
��� ��� ���
� 	������
��
� �
� θ2 = σX
�� �
����

!
� ��� �
���� 	������
��
�� �� ���
�� ���� g(θ2, b) �� � �
���� 	�����"

�
��
� ���� ���� b1 ��	 ����	��	 	������
� b2� �� ��� ����� ������ �� �

�

b1 = 4.5 ��	 b2 = 1.0� #���� �� ���
�� ���� b1 �� � ������
��� �
��� �
����

b1 = 〈3.5, 4.5, 5.5〉 ��	 b2 �� � ������
��� �
��� �
���� b2 = 〈0.75, 1.0, 1.5〉�
!
� ��� 
���
�� 	������
��
�� �� ���
�� ���� g(θ2, b) �� � 
���
�� 	������
"

��
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� ��� �������� [b1, b2]� �� ��� ����� ������ �� �

� b1 = 3.0 ��	 b2 = 6.0�

#���� �� ���
�� ���� b1 �� � ������
��� �
��� �
���� b1 = 〈2.0, 3.0, 4.0〉 ��	

b2 �� � ������
��� �
��� �
���� b2 = 〈5.0, 6.0, 7.0〉�
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�� bk ∈ bk(α) ���	� �� �������� �
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